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一类具阻尼项的三阶非线性中立型
泛函微分方程的振动性

林文贤
（韩山师范学院数学与统计学院，广东 潮州 ５２１０４１）

摘　要：作为机械、电子振荡的数学模型———泛函微分方程的振动性研究在理论和实际中都有着重要意义。研
究一类具连续分布滞量和阻尼项的三阶非线性中立型泛函微分方程的振动性，利用广义 Ｒｉｃｃａｔｉ变换、Ｈ函数和
积分平均技巧，建立了保证该类方程的所有解振动或收敛于零的若干新的充分条件，推广和改进了最近文献的结

果。
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　　近年来，三阶泛函微分方程的振动性受到许多
学者的关注，最近的成果参看文献 ［１－７］，但
是，具有分布式中立项和阻尼项的三阶微分方程的

振动性尚未见到有关研究结果。本文将考虑一类具

有分布式中立项和阻尼项的三阶非线性泛函微分方

程

ｒ（ｔ）ｘ（ｔ）＋∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｘ［τ（ｔ，μ）］ｄ( )μ[ ]″′＋

ｍ（ｔ）ｘ（ｔ）＋∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｘ［τ（ｔ，μ）］ｄ( )μ″＋

∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｆ（ｘ［σ（ｔ，ξ）］）ｄξ＝０，ｔ≥ｔ０ （１）

本文总假设下列条件成立：

（Ｈ１）ｒ（ｔ）∈Ｃ１（［ｔ０，∞），（０，∞）），
ｍ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，∞），［０，∞）），ｒ′（ｔ）≥０，

∫
∞

ｔ０

１
ｒ（ｔ）ｅｘｐ－∫

ｔ

ｔ０

ｍ（ｓ）
ｒ（ｓ）ｄ( )ｓｄｔ＝∞；

（Ｈ２）ｐ（ｔ，μ）∈ Ｃ（［ｔ０，∞）×［ａ，ｂ］，Ｒ），０≤

ｐ（ｔ）≡∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｄμ≤ｐ＜１；
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（Ｈ３）τ（ｔ，μ）∈Ｃ（［ｔ０，∞）×［ａ，ｂ］，Ｒ）关于μ
非减，且τ（ｔ，μ）≤ｔ，ｌｉｍｍｉｎ

ｔ→∞，μ∈ ａ，[ ]ｂ
τ（ｔ，μ）＝∞；

（Ｈ４）ｑ（ｔ，ξ）∈Ｃ（［ｔ０，∞）×［ｃ，ｄ］，（０，∞））；
　　（Ｈ５）σ（ｔ，ξ）∈Ｃ（［ｔ０，∞）×［ｃ，ｄ］，Ｒ）关于ξ
非减，且σ（ｔ，η）≤ｔ，ｌｉｍｍｉｎ

ｔ→∞，ξ∈［ｃ，ｄ］
σ（ｔ，ξ）＝∞；

（Ｈ６）ｆ∈Ｃ（Ｒ，Ｒ），ｆ（ｕ）ｕ ≥δ＞０，ｕ≠０。

定义函数

ｙ（ｔ）＝ｘ（ｔ）＋∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｘ［τ（ｔ，μ）］ｄμ （２）

称方程 （１）的解是指函数 ｘ（ｔ）∈ Ｃ１［Ｔｘ，∞），Ｔｘ
≥ｔ０，使得ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）∈ Ｃ

１［Ｔｘ，∞）且在 ［Ｔｘ，∞）
上满足方程 （１）。本文只考虑方程 （１）满足性质
ｓｕｐ｛｜ｘ（ｔ）｜：ｔ≥Ｔ｝＞０对一切Ｔ≥Ｔｘ成立的解。
方程 （１）的一个解称为振动，如果它在 ［Ｔｘ，∞）
上有任意大的零点。否则，称它为非振动。

文献 ［８］给出了方程 （１）当ｍ（ｔ）＝０时的
特殊情形的一切解振动或者收敛于零的充分条件，

本文的目的是利用广义 Ｒｉｃｃａｔｉ变换和积分平均技
巧建立使得方程 （１）的一切解振动或收敛于零的
充分条件，推广和包含文献 ［８］的结果。

１　若干引理
引理１　设 ｘ（ｔ）是方程 （１）的最终正解，则

由式 （２）定义的ｙ（ｔ）只能有下列两种类型：
（Ⅰ）ｙ（ｔ）＞０，ｙ′（ｔ）＞０，ｙ″（ｔ）＞０；
（Ⅱ）ｙ（ｔ）＞０，ｙ′（ｔ）＜０，ｙ″（ｔ）＞０。
证明　设 ｘ（ｔ）是方程 （１）上的最终正解，

于是存在ｔ１＞ｔ０，使得当ｔ≥ｔ１时，有ｙ（ｔ）＞ｘ（ｔ）
＞０，且

［ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）］′＋ｍ（ｔ）ｙ″（ｔ）≤

－∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｆ（ｘ［σ（ｔ，ξ）］）ｄξ＜０

则

ｄ
ｄｔｅｘｐ∫

ｔ

ｔ１

ｍ（ｓ）
ｒ（ｓ）ｄ( )ｓｒ（ｔ）ｙ″（ｔ( )） ＜０

因此，ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ１

ｍ（ｓ）
ｒ（ｓ）ｄ( )ｓｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）是减函数，且最终

定号，所以有两种可能，即存在ｔ２＞ｔ１，使得当ｔ≥
ｔ２时，有ｙ″（ｔ）＜０或ｙ″（ｔ）＞０．如果ｙ″（ｔ）＜０，
则存在常数Ｍ ＞０使得

ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ２

ｍ（ｓ）
ｒ（ｓ）ｄ( )ｓｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）≤－Ｍ ＜０

在［ｔ２，ｔ）上对上式积分，有

ｙ′（ｔ）≤ｙ′（ｔ２）－Ｍ∫
ｔ

ｔ２

１
ｒ（ｓ）ｅｘｐ－∫

ｓ

ｔ２

ｍ（ｖ）
ｒ（ｖ）ｄ( )ｖｄｓ

上式中，令 ｔ→ ∞，利用假设条件 （Ｈ１），有
ｙ′（ｔ）→－∞，因此，ｙ′（ｔ）最终为负。但是，由
ｙ′（ｔ）和ｙ″（ｔ）最终为负，可知 ｙ（ｔ）最终为负，此
与ｙ（ｔ）＞０的假设矛盾，故有 ｙ″（ｔ）＞０。因此，
ｙ（ｔ）只能有 （Ⅰ）和 （Ⅱ）两种类型，引理１证
毕。

引理２　设ｘ（ｔ）是方程 （１）的最终正解，相
应的ｙ（ｔ）具有 （Ⅱ）型性质。如果

∫
∞

ｔ０
∫
∞

ｖ

１
ｒ（ｕ）∫

∞

ｕ∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξｄ( )ｓｄｕｄｖ＝∞ （３）

则ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝０。

证明　设 ｘ（ｔ）是方程 （１）的最终正解。因
当ｔ≥ｔ１＞ｔ０时，有ｙ（ｔ）＞０，ｙ′（ｔ）＜０，则存在有
限极限ｌｉｍ

ｔ→∞
ｙ（ｔ）＝ｌ，可断言ｌ＝０。事实上，如果

ｌ＞０，则对任意 ε＞０，存在 ｔ１ ＞ｔ０，使得存在
ｔ２ ＞ｔ１，使得当ｔ≥ｔ２时，有ｌ＋ε＞ｙ（ｔ）＞ｌ最终

成立。选取０＜ε＜ｌ（１－ｐ）ｐ ，则有

ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｘ［τ（ｔ，μ）］ｄμ＞

ｌ－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｙ［τ（ｔ，μ）］ｄμ≥ｌ－ｐ（ｔ）ｙ［τ（ｔ，ａ）］≥

ｌ－ｐ（ｌ＋ε）＝Ｋ（ｌ＋ε）＞Ｋｙ（ｔ） （４）

其中Ｋ＝ｌ－ｐ（ｌ＋ε）ｌ＋ε
＞０。利用假设条件 （Ｈ５）

和式 （４），方程 （１）可得
（ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ））′＋ｍ（ｔ）ｙ″（ｔ）≤

－Ｋδ∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｙ［σ（ｔ，ξ）］ｄξ

注意到假设条件 （Ｈ４）和ｙ（ｔ）是 （Ⅱ）型，得到
（ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ））′＋ｍ（ｔ）ｙ″（ｔ）≤

－Ｋδｙ［σ（ｔ，ｄ）］∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξ

令ｚ（ｔ）＝ｅｘｐ∫
ｔ

ｔ２

ｍ（ｖ）
ｒ（ｖ）ｄ( )ｖ，则上式可写成

（ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）ｚ（ｔ））′≤

－Ｋδｚ（ｔ）ｙ［σ（ｔ，ｄ）］∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξ，ｔ≥ｔ１ （５）

从ｔ到∞对式 （５）积分产生
－ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）ｚ（ｔ）＋

Ｋδ∫
∞

ｔ
ｙ［σ（ｓ，ｄ）］ｚ（ｓ）∫

ｄ

ｃ
ｑ（ｓ，ξ）ｄξｄｓ≤０

利用ｙ［σ（ｓ，ｄ）］≥ｌ，有

－ｙ″（ｔ）＋ Ｋδｌ
ｒ（ｔ）ｚ（ｔ）∫

∞

ｔ
ｚ（ｓ）∫

ｄ

ｃ
ｑ（ｓ，ξ）ｄξｄｓ≤０

又由ｚ′（ｔ）≥０，可得

－ｙ″（ｔ）＋Ｋδｌｒ（ｔ）∫
∞

ｔ∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｓ，ξ）ｄξｄｓ≤０ （６）

３５
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从ｔ２到∞对式 （６）积分，有

∫
ｔ

ｔ２
∫
∞

ｖ

１
ｒ（ｕ）∫

∞

ｕ∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｓ，ξ）ｄξｄ( )ｓｄｕｄｖ≤ｙ（ｔ２）Ｋδｌ

此与条件 （３）矛盾。因此，ｌ＝０。又因０≤ ｘ（ｔ）
≤ｙ（ｔ），即有ｌｉｍ

ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝０。引理２证毕。

引理３［９］　设ｕ（ｔ）＞０，ｕ′（ｔ）＞０，ｕ″（ｔ）≤０，
ｔ≥ｔ０，ｇ（ｔ）∈Ｃ（［ｔ０，∞），［０，∞）），则对任一α∈
（０，１）存在Ｔα≥ｔ０，使得

ｕ（ｇ（ｔ））≥αｇ（ｔ）ｔｕ（ｔ），　ｔ≥Ｔα

　　引理４［１０］　设ｕ（ｔ）＞０，ｕ′（ｔ）＞０，ｕ″（ｔ）＞０，
ｕ（ｔ）≤０，ｔ≥Ｔα，则存在β∈（０，１）和Ｔβ≥Ｔα，
使得ｕ（ｔ）≥βｔｕ′（ｔ），ｔ≥Ｔβ。

下面利用积分平均技巧，给出方程 （１）的新
的振动结果。为此引进如下一类函数Ｘ。令

Ｄ＝｛（ｔ，ｓ）｜ｔ≥ｓ≥ｔ０｝，
Ｄ０ ＝｛（ｔ，ｓ）｜ｔ＞ｓ≥ｔ０｝

函数Ｈ∈ Ｃ１（Ｄ，Ｒ）称为属于 Ｘ类，记作 Ｈ∈ Ｘ，
如果

（ｉ）Ｈ（ｔ，ｔ）＝０，ｔ≥ｔ０；
　 Ｈ（ｔ，ｓ）＞０，（ｔ，ｓ）∈Ｄ０；

（ｉｉ）Ｈ（ｔ，ｓ）
ｓ ≤０，（ｔ，ｓ）∈ Ｄ，存在函数 ｈ∈

Ｃ（Ｄ０，Ｒ），使得 －
Ｈ（ｔ，ｓ）
ｓ

＝ｈ（ｔ，ｓ） Ｈ（ｔ，ｓ槡 ）。

２　主要结果
定理 １　设式 （３）成立，且存在函数 Ｈ∈ Ｘ

和ρ∈Ｃ１（［ｔ０，∞），（０，∞）），使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，ｔ０）

·

∫
ｔ

ｔ０
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）－１４ρ（ｓ）ｒ（ｓ）ｈ

２
１（ｔ，ｓ[ ]）ｄｓ＝∞

（７）
其中

Ｑ（ｔ）＝αβδ（１－ｐ）σ
２（ｔ，ｃ）
ｔ ∫

ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξ（８）

和

ｈ１（ｔ，ｓ）＝ｈ（ｔ，ｓ）－ ρ′（ｓ）
ρ（ｓ）

－ｍ（ｓ）ｒ（ｓ( )） Ｈ（ｔ，ｓ槡 ）

（９）
这里的α和β分别由引理３和引理４定义，则方程
（１）的每一解ｘ（ｔ）振动，或者当ｔ→∞时ｘ（ｔ）→
０。

证明　设方程 （１）存在非振动解ｘ（ｔ），不失
一般性，设ｘ（ｔ）最终为正 （当ｘ（ｔ）最终为负时可

以类似地证明），故当 ｔ≥ ｔ１时有 ｘ（ｔ）＞０，且
ｘ［τ（ｔ，μ）］＞０，（ｔ，μ）∈［ｔ１，∞）×［ａ，ｂ］，ｘ［σ（ｔ，
ξ）］＞０，（ｔ，ξ）∈［ｔ１，∞）×［ｃ，ｄ］。函数ｙ（ｔ）由式
（２）定义。由引理 １，ｙ（ｔ）可能为 （Ⅰ）型或
（Ⅱ）型。

首先，设ｙ（ｔ）为 （Ⅰ）型，有

ｘ（ｔ）＝ｙ（ｔ）－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｘ［τ（ｔ，μ）］ｄμ≥

１－∫
ｂ

ａ
ｐ（ｔ，μ）ｄ( )μｙ（ｔ）≥（１－ｐ）ｙ（ｔ）（１０）

利用假设条件 （Ｈ５）和 （Ｈ６），有
（ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ））′＋ｍ（ｔ）ｙ″（ｔ）≤

－δ（１－ｐ）ｙ［σ（ｔ，ｃ）］∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξ≡

－ｑ１（ｔ）ｙ［σ（ｔ，ｃ）］ （１１）
其中

ｑ１（ｔ）＝δ（１－ｐ）∫
ｄ

ｃ
ｑ（ｔ，ξ）ｄξ （１２）

令

Ｗ（ｔ）＝ρ（ｔ）ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）ｙ′（ｔ） ，ｔ≥ｔ１ （１３）

则由式 （１１）得

Ｗ′（ｔ）＝ρ（ｔ）［ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）］′ｙ′（ｔ） ＋ρ′（ｔ）ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）ｙ′（ｔ） －

ρ（ｔ）ｒ（ｔ）（ｙ″（ｔ））
２

（ｙ′（ｔ））２
≤

－
ρ（ｔ）ｑ１（ｔ）ｙ（［σ（ｔ，ｃ）］）

ｙ′（ｔ） ＋

ρ′（ｔ）
ρ（ｔ）

－ｍ（ｔ）ｒ（ｔ( )） Ｗ（ｔ）－
Ｗ２（ｔ）
ρ（ｔ）ｒ（ｔ）

（１４）

在引理３中，令 ｕ（ｔ）＝ｙ′（ｔ），ｇ（ｔ）＝σ（ｔ，ｃ），则
有ｕ（ｔ）＞０，ｕ′（ｔ）＞０，由式 （５）有

［ｒ（ｔ）ｙ″（ｔ）ｚ（ｔ）］′＝
［ｒ′（ｔ）＋ｍ（ｔ）］ｙ″（ｔ）ｚ（ｔ）＋ｒ（ｔ）ｚ（ｔ）ｙ（ｔ）≤０
由 （Ｈ１）中的条件 ｒ′（ｔ）≥ ０和 ｍ（ｔ）≥ ０推出
ｕ″（ｔ）＝ｙ（ｔ）≤０，于是

１
ｙ′（ｔ）≥

ασ（ｔ，ｃ）
ｔｙ′（［σ（ｔ，ｃ）］）

，ｔ≥Ｔα≥ｔ１ （１５）

在引理 ４中，令ｕ（ｔ）＝ｙ（ｔ），有
ｙ［σ（ｔ，ｃ）］≥βσ（ｔ，ｃ）ｙ′［σ（ｔ，ｃ）］，ｔ≥Ｔβ≥Ｔα

（１６）
联合式 （１４） －（１６），得到

Ｗ′（ｔ）≤－ρ（ｔ）Ｑ（ｔ）＋
ρ′（ｔ）
ρ（ｔ）

－ｍ（ｔ）ｒ（ｔ( )） Ｗ（ｔ）－
Ｗ２（ｔ）
ρ（ｔ）ｒ（ｔ）

，ｔ≥Ｔβ（１７）

其中Ｑ（ｔ）由式 （８）定义。记

Ａ（ｔ）＝ρ′（ｔ）
ρ（ｔ）

－ｍ（ｔ）ｒ（ｔ），

４５
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Ｂ（ｔ）＝ １
ρ（ｔ）ｒ（ｔ）

（１８）

当ｔ≥ｔ２≥Ｔβ，有

∫
ｔ

ｔ２
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）ｄｓ≤

∫
ｔ

ｔ２
Ｈ（ｔ，ｓ）［－Ｗ′（ｓ）＋Ａ（ｓ）Ｗ（ｓ）－Ｂ（ｓ）Ｗ２（ｓ）］ｄｓ＝

Ｈ（ｔ，ｔ２）Ｗ（ｔ２）－

∫
ｔ

ｔ２

　
　
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｂ（ｓ槡 ）Ｗ（ｓ）[ ＋

ｈ１（ｔ，ｓ）
２ Ｂ（ｓ槡

]
）

２

ｄｓ＋∫
ｔ

ｔ２

ｈ２１（ｔ，ｓ）
４Ｂ（ｓ）ｄｓ

（１９）
其中ｈ１（ｔ，ｓ）由式 （９）定义。因此
１

Ｈ（ｔ，ｔ２）∫
ｔ

ｔ２
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）－

ｈ２１（ｔ，ｓ）
４Ｂ（ｓ[ ]

）
ｄｓ≤Ｗ（ｔ２）

显然，上式与条件 （７）矛盾。
其次，若 ｙ（ｔ）为 （Ⅱ）型。由引理 ２知 ｌｉｍ

ｔ→∞

ｘ（ｔ）＝０。定理１证毕。
定理２　设除条件 （７）外定理１的其他条件

都满足，又设对每一Ｔ＞ｔ２，有

０＜ｉｎｆ
ｓ≥Ｔ
ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

Ｈ（ｔ，ｓ）
Ｈ（ｔ，Ｔ[ ]）≤∞ （２０）

和

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ
ρ（ｓ）ｒ（ｓ）ｈ２１（ｔ，ｓ）ｄｓ＜∞（２１）

如果存在φ∈Ｃ（［ｔ０，∞），Ｒ），使得

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞ ∫

ｔ

Ｔ

φ２＋（ｓ）
ρ（ｓ）ｒ（ｓ）

ｄｓ＝∞ （２２）

其中φ＋（ｓ）＝ｍａｘ｛φ（ｓ），０｝，且

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ

　
　
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）[ －

１
４ρ（ｓ）ｒ（ｓ）ｈ

２
１（ｔ，ｓ]）ｄｓ≥φ（Ｔ） （２３）

则方程 （１）的每一解ｘ（ｔ）振动，或者当ｔ→∞时
ｘ（ｔ）→０。

证明　同定理 １的证明一样，对于 ｙ（ｔ）为
（Ｉ）型的情况有式 （１９）成立，则对每一 Ｔ＞ｔ２，
有

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ

　
　
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）[ －

１
４ρ（ｓ）ｒ（ｓ）ｈ

２
１（ｔ，ｓ]）ｄｓ≤

Ｗ（Ｔ）－ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）·

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｂ（ｓ槡 ）Ｗ（ｓ）＋

ｈ１（ｔ，ｓ）
２ Ｂ（ｓ槡

[ ]
）

２

ｄｓ

利用式 （２３），得到

Ｗ（Ｔ）≥φ（Ｔ）＋ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）·

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｂ（ｓ槡 ）Ｗ（ｓ）＋

ｈ１（ｔ，ｓ）
２ Ｂ（ｓ槡

[ ]
）

２

ｄｓ

因此

ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）·

∫
ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｂ（ｓ槡 ）Ｗ（ｓ）＋

ｈ１（ｔ，ｓ）
２ Ｂ（ｓ槡

[ ]
）

２

ｄｓ＜∞

（２４）
定义

ｕ（ｔ）＝ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）Ｂ（ｓ）Ｗ２（ｓ）ｄｓ，

ｖ（ｔ）＝ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ槡 ）ｈ１（ｔ，ｓ）Ｗ（ｓ）ｄｓ

由式 （２４），知ｌｉｍｉｎｆ
ｔ→∞ ∫

ｔ

ｔ１
［ｕ（ｔ）＋ｖ（ｔ）］ｄｓ＜∞。证明

的剩下部分类似于文献 ［１１］中相关定理的证明，
因此省略。

如果ｙ（ｔ）为（Ⅱ）型，由引理２得ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘ（ｔ）＝０。

定理２证毕。
定理３　设除式 （２０）外定理２的其他条件都

满足，且

ｌｉｍｓｕｐ
ｔ→∞

１
Ｈ（ｔ，Ｔ）∫

ｔ

Ｔ
Ｈ（ｔ，ｓ）ρ（ｓ）Ｑ（ｓ）ｄｓ＜∞

则方程 （１）的每一解ｘ（ｔ）振动，或者当ｔ→∞时
ｘ（ｔ）→０。

证明　证明过程类似定理２，故省略。
注１　若取Ｈ（ｔ，ｓ）＝（ｔ－ｓ）ｎ，则定理的Ｐｈｉｌｏｓ

型条件简化为 Ｋａｍｅｎｅｖ型条件。Ｈ的其他选择如
下：

Ｈ（ｔ，ｓ）＝ ｌｎｓ( )ｔ
ｎ
；

Ｈ（ｔ，ｓ）＝（槡 槡ｔ－ｓ）
ｎ；

Ｈ（ｔ，ｓ）＝ ∫
ｔ

ｓ

ｄｕ
θ（ｕ( )）

ｎ

其中ｎ＞１，θ∈Ｃ（［Ｔ，∞），Ｒ＋），满足

ｌｉｍ
ｔ→∞∫

ｔ

ｔ０

ｄｕ
θ（ｕ）

＝∞。
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